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暋第棽期 盛冬平等椇考虑摩擦的多间隙直齿弯扭振动建模和分岔特性

旀斸斻斿旀旘旈斻旚旈旓旑斻旓斿旀旀旈斻旈斿旑旚棶斖斿斸旑旝旇旈旍斿棳旈旚斻旓旛旍斾斺斿旓斺旙斿旘旜斿斾旚旇斸旚棳旝旈旚旇旚旇斿旈旑斻旘斿斸旙斿旓旀旚旇斿旐斿旙旇旈旑旂
斾斸旐旔棳旚旇斿旝旈旑斾旓旝旓旀旚旇斿斻旇斸旓旚旈斻旐旓旚旈旓旑旈旙旙旔旍旈旚旈旑旚旓棽棳棾斸旑斾棿旙旛斺灢旝旈旑斾旓旝旙旙旛斺旙斿旕旛斿旑旚旍旟棶斅旛旚斸旚
旍斸旙旚棳旙旟旙旚斿旐斸旍旝斸旟旙旈旙旍旓斻旊斿斾旈旑旚旓斸旔斿旘旈旓斾旐旓旚旈旓旑斺旟斻旇斸旑旑斿旍旓旀旕旛斸旙旈灢旔斿旘旈旓斾旈斻旐旓旚旈旓旑棶

斔斿旟旝旓旘斾旙椇旚旘斸旑旙旜斿旘旙斿灢旚旓旘旙旈旓旑斸旍斻旓旛旔旍斿斾椈斺旈旀旛旘斻斸旚旈旓旑椈旐旛旍旚旈旔旍斿斻旍斿斸旘斸旑斻斿旙椈旀旘旈斻旚旈旓旑椈
斻旇斸旓旙椈旑旓旑旍旈旑斿斸旘

暋暋近年来棳国内外学者以非线性振动理论为基

础棳以齿轮啮合过程中的时变啮合刚度和齿侧间

隙等非线性因素为参数棳对齿轮传动系统的非线

性振动进行了广泛的研究椲棻灢棾椵棶最新的研究表明棳
齿面摩擦也是齿轮非线性振动的重要影响因素之

一棶由于齿面摩擦暍齿侧间隙以及时变啮合刚度等

因素的存在棳导致齿轮传动系统成为一个复杂的

强非线性动力系统棶斨斸旈旙旇旟斸等椲棿灢椂椵较早建立了考

虑齿面摩擦的单自由度的动力学模型棳模型中将

时变啮合刚度简化为矩形波棳影响了齿间载荷分

布暍齿面摩擦力棶斨斿旍斿旞等椲椃椵基于库仑齿面摩擦模

型研究了低速重载时齿面摩擦对齿轮系统的振动

有重要影响棶斎斿等椲椄椵研究了在实测刚度影响下齿

面摩擦对系统动力学的影响棶国内很多学者也研

究了齿面摩擦对齿轮传动的动力学特性棳其中王

三民等椲椆椵研究了在单自由度下含齿面摩擦和齿侧

间隙的直齿轮副的分岔和混沌特性棳包括在一定

的参数下棳齿面摩擦能使混沌吸引子转变为周期

吸引子棳同时可 以使系统 提前进 入混沌棶张靖

等椲棻棸椵分析了六自由度齿轮系统的动态啮合力暍齿
面摩擦力以及传动误差棶卫一多等椲棻棻椵分析了齿面

摩擦对齿轮系统非线性振动及稳定性的影响棶然
而棳根据目前公开发表的相关文献资料棳考虑齿面

摩擦棳齿侧间隙和支承间隙在内的弯扭耦合非线

性齿轮振动系统在转速暍啮合阻尼和齿面摩擦因

数等参数下的分岔及混沌特性的研究尚少见棶
本文以圆柱直齿齿轮传动系统为研究对象棳

综合齿轮传动系统中啮合副的时变齿面摩擦力臂

和支承间隙等因素棳建立了考虑齿面摩擦在内的

圆柱直 齿 齿 轮 传 动 的 振 动 模 型棳利 用 斠旛旑旂斿灢
斔旛旚旚斸法求解带有强非线性的量纲一振动控制方

程棳并研究了该振动系统随转速暍齿面摩擦因数暍
齿侧间隙以及啮合阻尼等参数的变化而呈现的分

岔和混沌特性棳同时还分析了在该特性下的实际

应用棶
棻暋考虑齿面摩擦的多间隙弯扭耦合

振动模型

暋暋系统的弯扭耦合振动模型如图棻所示棳可以

图棻暋考虑齿面摩擦的多间隙弯扭耦合振动模型

斊旈旂棶棻暋斣旘斸旑旙旜斿旘旙斿灢旚旓旘旙旈旓旑斸旍斻旓旛旔旍斿斾旂斿斸旘旜旈斺旘斸旚旈旓旑旐旓斾斿旍
旝旈旚旇旐旛旍旚旈旔旍斿斻旍斿斸旘斸旑斻斿旙斸旑斾旚旓旓旚旇旙旛旘旀斸斻斿旀旘旈斻旚旈旓旑

看出该系统具有六个自由度棳可用坐标向量椲斾棳
斾棳斾棳旔棳 旔棳旔椵斣 来表示棶其中 斾棳 斾棳斾 分别

为主动轮的转动角度棳横向位移和纵向位移棶旔棳
旔 和 旔 分别为从动轮的转动角度棳横向位移和

纵向位移棶
为了有效分析该系统在各参数下的分岔和混

沌特性棳进行如下定义椇
棻棭系统中各齿轮均为圆柱直齿棳不考虑轮齿

的变位和修形等因素棶主动轮和从动轮的基圆半

径分别用 斾 和 旔 表示棶
棽棭考虑到系统的时变啮合刚度可简化为周

期矩形波棳并且可以展开成以啮合频率为基频的

傅里叶级数棳取棻次谐波项后获得的时变啮合刚

度参数如下椇
棬棭椊 旐 棲 斸旙旈旑棬 棲 棭 棬棻棭

式中 旐 为啮合线上的平均啮合刚度棳斸 为啮合

刚度变化幅值棶
棾棭考虑系统的齿侧间隙棳支承间隙棳啮合阻

尼棳支承阻尼以及支承刚度棶其中半齿侧间隙用

表示棳主动轮和从动轮在 和 方向上的半支承

间隙分别用 斾 棳斾 棳旔 和 旔 表示棶啮合线上的

椆椆棿
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啮合阻尼用 旐 表示棶主动轮和从动轮在 和 方

向上的支承阻尼分别用 斾 棳斾 棳旔 和 旔 表示棳其
支承刚度分别用 斾 棳斾 棳旔 和 旔 表示棶

棿棭考虑系统的齿面摩擦因素的影响棳包括齿

面摩擦因数 暍主动轮和从动轮的时变齿面摩擦

力臂 斾 和 旔棶
椀棭考虑主动轮和从动轮的几何偏心误差的

影响棳其偏心值和初相位分别用 斾棳旔棳斾 和 旔
表示棶
棻灡棻暋间隙非线性函数和动态啮合力

外啮合的齿轮传动在啮合线上的综合传递误

差 棬棭椲棻棽棳棽棸灢棽棻椵由主动轮和从动轮的静态误差以及

偏心误差在啮合线上的投影组成棳可表示为

棬棭椊 斻旓旙 棲 斾斻旓旙棬斾 棲 斾棭棲
旔斻旓旙棬旔 棲 旔棭 棬棽棭

式中 斾 和 旔 分别为主动轮和从动轮偏心误差转

动的角速度棶
主动轮和从动轮在啮合线上和坐标轴方向上

的非线性齿侧间隙和支承间隙函数可以表示为

棬 棳棭椊
棴 椌
棸 曑
棲 椉棴

掛
掝
掜梹梹梹梹

斾棬 斾棳斾棭椊
斾棴 斾 斾 椌 斾
棸 斾 曑 斾

斾棲 斾 斾 椉棴 斾

掛
掝
掜梹梹梹梹 棬棾棭

旔棬 旔棳旔棭椊
旔棴 旔 旔 椌 旔
棸 旔 曑 旔

旔棲 旔 旔 椉棴 旔

掛
掝
掜梹梹梹梹

式中棬 棳棭等于棬 棳棭和棬 棳棭棶
齿轮啮合线上的动态啮合力可用下式表示棳

定义为弹性恢复力与阻尼力之和

斾 椊 棬棭棬 棳棭棲 旐 棬棿棭
式中 为相对坐标棶啮合阻尼 旐 可由下式得到椇

旐 椊棽 旐棷棬棻棷 斾棲棻棷 旔棭 棬椀棭
式中 为啮合线上的相对阻尼比棳 斾 和 旔 分别

为主动轮和从动轮的质量棶
棻灡棽暋系统的振动微分方程

棻灡棽灡棻暋系统的振动控制方程

根据以上分析棳系统在动态啮合力 斾棳时变

啮合齿面摩擦力 旀棳综合传递误差 棬棭棳输入扭

矩 斾 和外载荷 旔 等内外激励的作用下棳利用牛

顿运动定律棳可得到系统的振动控制方程为

斾 斾棲 斾 斾棲 斾 斾 棬 斾棳斾 棭椊 旀
斾 斾棲 斾 斾棲 斾 斾 棬斾棳斾 棭椊 棴 斾

斾 斾棲 斾 斾 椊 斾棴 斾 旀

旔 旔棲 旔 旔棲 旔 旔 棬 旔棳旔 棭椊 棴 旀

旔 旔棲 旔 旔棲 旔 旔 棬旔棳旔 棭椊 斾

旔 旔棲 旔 斾 椊棴 旔棴 旔 旀

掛

掝

掜

梹梹梹梹
梹梹梹梹

暋

棬椂棭
棻灡棽灡棽暋系统在相对坐标下的振动控制方程

由于齿侧间隙和支承间隙会导致式棬椂棭为半

正定系统棳从而存在不定解棶为了消除此问题棳必
须使系统降维椲棻棽椵棳同时为了使系统的解具有实际

的物理意义棳通过引入相对坐标

椊 斾棴 旔棲 斾棴 旔棴 棬棭 棬椃棭
式中 为齿轮在啮合线上的相对位移棳且与 斾
和 旔 有相同的非线性特性棶式棬椂棭在引入相对坐

标后的方程为

棲 旐 棻
斿棲 棻

斾棲 棻
旔
棲 斾 斾

斾 棲 旔 旔
旔

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹椲 椵 棲 斾

斾 斾棴 旔
旔 旔棲 斾

斾 斾 棬斾棳斾 棭棴
暋 旔

旔 旔 棬旔棳旔 棭棲 旐 棴 斸斻旓旙棬 棭椲 椵 棻
斿棲 棻

斾棲 棻
旔
棲 斾 斾

斾 棲 旔 旔
旔

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹椲 椵 棳棬 棭椊

暋
斿 棲 斻旓旙棬 棲 棭棲 斾斻旓旙棬斾 棲 斾棭棲 旔斻旓旙棬旔 棲 旔棭

斾棴 旐
斾 棲 斾

斾 斾棴 旐 棴 斸斻旓旙棬 棭椲 椵
斾

棳棬 棭棲 斾
斾 斾 棬 斾棳斾 棭椊棸

斾棲 旐
斾 棲 斾

斾 斾棲 旐 棴 斸斻旓旙棬 棭
斾

棳棬 棭棲 斾
斾 斾 棬斾棳斾 棭椊棸

旔棲 旐
旔

棲 旔
旔 旔棲

旐 棴 斸斻旓旙棬 棭椲 椵
斾

棳棬 棭棲 旔
旔 旔 棬 旔棳旔 棭椊棸

旔棴 旐
旔

棲 旔
旔 旔棴 旐 棴 斸斻旓旙棬 棭

旔
棳棬 棭棲 旔

旔 旔 棬旔棳旔 棭椊棸

掛

掝

掜

梹梹梹梹梹梹梹梹梹梹
梹梹梹梹梹梹梹梹梹梹

棬椄棭

棸棸椀
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式中 斿 为主动轮和从动轮在啮合线上的等效质

量棳且 斿椊 斾 旔棷棬斾 棽旔棲 旔 棽斾棭棳 椊 斾棷 斾椊 旔棷
旔棳其变化频率为 棷棳 为系统的重合度棳 为啮

合副间齿面摩擦力的方向系数棶
棻灡棽灡棾暋系统的量纲一方程

为了便于使系统的解在一个数值量级上比较

和分析棳引入量纲一时间 椊 旑 和位移标称尺度

斻棳其中 旑椊 旐棷 斿棶则系统在啮合线上的量纲

一后的位移暍速度暍加速度和齿侧间隙可分别表示

为 椊 斻棳 椊 暏
斻 旑棳 椊 斻 棽旑棳椊 斻棶据此棳

系统的量纲一后的转速可分别表示为 椊 棷 旑棳
斾椊 斾棷 旑棳旔椊 旔棷 旑棶

齿轮振动系统中主动轮和从动轮在啮合线上

暋暋

和各自坐标系 和 方向上的量纲一啮合齿侧

间隙和支承间隙的非线性间隙函数可表示为

棬 棳棭椊
棴 椌
棸 曑
棲 椉棴

掛
掝
掜梹梹梹梹

斾棬 斾棳斾棭椊
斾棴 斾 斾 椌 斾
棸 斾 曑 斾

斾棲 斾 斾 椉棴 斾

掛
掝
掜梹梹梹梹

旔棬 旔棳旔棭椊
旔棴 旔 旔 椌 旔
棸 旔 曑 旔

旔棲 旔 旔 椉棴 旔

掛
掝
掜梹梹梹梹

棬椆棭

式中棬 棳棭等于棬 棳棭和棬 棳棭棶
将量纲一后的各子项代入式棬椄棭中棳可得到多

间隙弯扭耦合振动系统的量纲一方程为

棻 棸 棸 棸 棸
棸 棻 棸 棸 棸
棸 棸 棻 棸 棸
棸 棸 棸 棻 棸
棸 棸 棸 棸 棻

撿

擁

梹梹梹梹梹梹梹

擆

擇

梹梹梹梹梹梹梹

斾

斾

旔

旔

掛

掝

梹梹梹梹梹梹梹梹梹梹

掤

掫

梹梹梹梹梹梹梹梹梹梹

棲

棻棻 棸 棻棾 棸 棻椀
棽棻 棽棽 棸 棸 棸
棾棻 棸 棾棾 棸 棸
棿棻 棸 棸 棿棿 棸
椀棻 棸 棸 棸 椀椀

撿

擁

梹梹梹梹梹梹梹

擆

擇

梹梹梹梹梹梹梹

暏

暏
斾

暏
斾

暏
旔

暏
旔

掛

掝

梹梹梹梹梹梹梹梹梹梹

掤

掫

梹梹梹梹梹梹梹梹梹梹

棲

棻棻 棸 棻棾 棸 棻椀
棽棻 棽棽 棸 棸 棸
棾棻 棸 棾棾 棸 棸
棿棻 棸 棸 棿棿 棸
椀棻 棸 棸 棸 椀椀

撿

擁

梹梹梹梹梹梹梹

擆

擇

梹梹梹梹梹梹梹

棬 棳棭
斾 棬 斾棳斾 棭
斾 棬斾棳斾 棭
旔 棬 旔棳旔 棭
旔 棬旔棳旔 棭

掛

掝

梹梹梹梹梹梹梹

掤

掫

梹梹梹梹梹梹梹
椊

棸
棸
棸
棸

掛

掝

梹梹梹梹梹梹梹

掤

掫

梹梹梹梹梹梹梹
棬棻棸棭

式中

棻棻 椊 旐 棻
斿 旑棲 棻

斾 旑棲 棻
旔 旑棲 旑

斾 斾
斾 棲 旔 旔

旔
掛
掝梹梹

掤
掫梹梹椲 椵暋 棻棾 椊 斾

斾 旑
暋 棻椀 椊棴 旔

旔 旑
暋 棽棻 椊棴 旐

旔 旑

棽棽 椊 斾
斾 旑

暋 棾棻 椊 旐
斾 旑

暋 棾棾 椊 斾
斾 旑

暋 棿棻 椊 旐
斾 旑

暋 棿棿 椊 旔
旔 旑

暋 椀棻 椊棴 旐
旔 旑

暋 椀椀 椊 旔
旔 旑

棻棻 椊 旐 棴 斸斻旓旙棬 棭椲 椵 棻
斿 棽旑

棲 棻
斾 棽旑

棲 棻
旔 棽旑

棲 棽旑
斾 斾
斾 棲 旔 旔

旔
掛
掝梹梹

掤
掫梹梹椲 椵暋 棻棾 椊 斾

斾 棽旑
暋 棻椀 椊棴 旔

旔 棽旑

棽棻 椊棴
斾 棽旑

旐 棴 斸斻旓旙棬 棭椲 椵暋 棽棽 椊 斾
斾 棽旑

暋 棾棻 椊 棻
斾 棽旑

旐 棴 斸斻旓旙棬 棭椲 椵暋 棾棾 椊 斾
斾 棽旑

棿棻 椊
斾 棽旑

旐 棴 斸斻旓旙棬 棭椲 椵暋 棿棿 椊 旔
旔 棽旑

暋 椀棻 椊棴 棻
旔 棽旑

旐 棴 斸斻旓旙棬 棭椲 椵暋 椀椀 椊 旔
旔 棽旑

棻 椊
斻 斿 棽旑

棲
棽

斻 棽旑
斻旓旙棬 棲 棭棲 斾 棽斾

斻 棽旑
斻旓旙棬斾 棲 斾棭棲 旔 棽旔

斻 棽旑
斻旓旙棬旔 棲 旔棭

棽暋系统振动的分岔和混沌特性分析

采用变步长的棿阶斠旛旑旂斿灢斔旛旚旚斸法求解量纲

一方程式棬棻棸棭棳根据其数值解获得了系统在不同

分岔参数下的分岔图和斝旓旈旑斻斸旘斿截面图棳并据此

分析系统的非线性振动特性棶取一组系统的基本

算例参数棳如表棻所示棶
棽灡棻暋系统随量纲一转速 变化的分岔特性

在系统中的量纲一齿侧间隙 椊棿棳齿面摩擦

因数 椊棸灡棻下棳研究了系统在相对阻尼比 为

棸灡棸椀棳棸灡棸椂棳棸灡棸椃和棸灡棸椄下的量纲一相对位移随

量纲一转速 的分岔特性棳如图棽所示棶同时还

棻棸椀
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研究了当相对阻尼比等于棸灡棸椀时棳系统在齿面摩

擦因数分别为棸灡棸棻棳棸灡棸棽棳棸灡棸棾棳棸灡棸棿下的分岔特

性棶如图棾所示棶
表棻暋系统参数

斣斸斺旍斿棻暋斢旟旙旚斿旐旔斸旘斸旐斿旚斿旘旙

参数 主动轮 从动轮

模数棷旐旐 棾
压力角棷棬曘棭 棽棸

输入功率棷旊斪 棽棸棸
齿宽棷旐旐 棿棸

位移标称尺度 斻棷毺旐 棻棸
齿数 棿棸 椄棸

偏心误差棷毺旐 棻棸 棻棸
方向支承刚度棷棬斍斘棷旐棭 棸棶棽 棸灡棾椀
方向支承刚度棷棬斍斘棷旐棭 棸棶棽 棸灡棾椀

方向支承间隙棷毺旐 棻棸 棻棸
方向支承间隙棷毺旐 棻棸 棻棸

图棽暋不同相对阻尼比随 变化的分岔图

斊旈旂棶棽暋斅旈旀旛旘斻斸旚旈旓旑斾旈斸旂旘斸旐旝旈旚旇旚旇斿旈旑斻旘斿斸旙斿旓旀
旛旑斾斿旘斾旈旀旀斿旘斿旑旚旘斿旍斸旚旈旜斿斾斸旐旔旘斸旚旈旓

暋暋由图棽可以看出棳当系统处于低速阶段的周

期棻运动通过激变进入混沌运动后棳经历短暂的

周期棻窗口后再次进入混沌棳而后通过激变回归

为周期棻运动棳然后经过较宽的中等速度下的周

期棻的窗口后再次通过激变进入混沌棳最终在高

速阶段通过倒分岔锁相为周期棻棶
比较图棽棬斸棭暙图棽棬斾棭可以发现棳随着啮合阻

图棾暋不同齿面摩擦因数下随 变化的分岔图

斊旈旂棶棾暋斅旈旀旛旘斻斸旚旈旓旑斾旈斸旂旘斸旐旝旈旚旇旚旇斿旈旑斻旘斿斸旙斿旓旀 旛旑斾斿旘
斾旈旀旀斿旘斿旑旚旚旓旓旚旇旙旛旘旀斸斻斿旀旘旈斻旚旈旓旑斻旓斿旀旀旈斻旈斿旑旚

尼的增加棳系统混沌运动区间宽度逐渐变窄棳这本

质上是由于啮合阻尼的增长棳其耗散的系统的输

入能量也在不断增加棳进而使系统的运动得以被

抑制棳表现在混沌运动窗口的宽度的减小棶另外可

以看出系统两次通过激变进入混沌的临界量纲一

转速并未随着啮合阻尼的变化而变化棳始终保持

在棸灡椀椃和棽灡椄棽棶
图棾说明了系统在不同齿面摩擦因数下随量

纲一转速变化而呈现出的分岔特性棶系统从低速

阶段的周期棻运动通过拟周期道路进入混沌运动

后棳经历短暂长周期运动窗口后再次进入混沌棳而
后又通过倒分岔最终回归为周期棻运动棶且随着

齿面摩擦因数的增加棳系统的混沌窗口宽度逐渐

减小棳这是由于齿面摩擦因数增长棳其消耗的能量

也在不断增长棳使得系统的运动被抑制棳这与系统

阻尼的作用类似棳且从图棾棬斺棭和图棾棬斻棭可以看

出棳由于齿面摩擦的存在棳使得系统在高速阶段存

在时滞现象棳且齿面摩擦因数越大棳时滞现象越明

显棶同时从图棾棬斺棭可以看出系统单一的混沌运动

窗口随着齿面摩擦因数的增加而产生裂变棳而激

变成为系统二次进入混沌的途径棶
图棿显示了量纲一齿侧间隙 椊棿棳相对阻尼

比为棸灡棸椃棳量纲一转速从棸灡椃棸棽向棸灡椃椂棽变化时

系统由周期棻运动经过不稳定的混沌吸引子作用

后棳通过拟周期进入混沌的全过程棶图棿棬斸棭显示

系统正处于周期棻的稳定运动中棳而图棿棬旇棭中的

内部自相似的分形结构说明系统正处于混沌运动

状态棶图棿棬斺棭暙图棿棬旂棭则显示了系统从周期棻的

棽棸椀
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图棿暋不同转速 下的斝旓旈旑斻斸旘斿图

斊旈旂棶棿暋斝旓旈旑斻斸旘斿斾旈斸旂旘斸旐旛旑斾斿旘斾旈旀旀斿旘斿旑旚旘旓旚斸旚旈旓旑旘斸旚斿
稳定运动通过不稳定吸引子的作用后棳经由拟周

期运动进入混沌运动过程中吸引子所呈现出的的

椂种不同形态棳且不稳定吸引域随着分岔参数的

增长而不断扩大棳最终诱导系统进入混沌棶
棽灡棽暋系统随量纲一齿侧间隙 变化的分岔特性

图椀是当系统量纲一转速 椊棸灡椄棳齿面摩擦

因数 椊棸灡棸椂棳相对阻尼比分别为棸灡棸椀棳棸灡棸椃棳
棸灡棸椆和棸灡棻棻时棳方程的量纲一相对位移随系统

量纲一齿侧间隙变化的全局分岔图棶可以看出系

统的混沌和分岔主要发生小齿侧间隙阶段棳且系

统在反复不断地通过激变的通道进入和退出混沌

后棳最终通过倒分岔锁相为周期棻的稳定运动棶当
量纲一齿侧间隙继续增加至椃之后棳系统又会再

次通过激变的方式进入混沌棳且不再回归周期棻

图椀暋不同相对阻尼比随量纲一齿侧间隙 变化的分岔图

斊旈旂棶椀暋斅旈旀旛旘斻斸旚旈旓旑斾旈斸旂旘斸旐旝旈旚旇旚旇斿旈旑斻旘斿斸旙斿旓旀
旛旑斾斿旘斾旈旀旀斿旘斿旑旚旘斿旍斸旚旈旜斿斾斸旐旔旘斸旚旈旓

运动棶纵观整个变化过程棳在齿侧间隙的变化过程

中棳激变为系统进入混沌的主要途径棳且随着相对

阻尼比的增加棳系统的混沌运动被抑制棶
棽灡棾暋系统随齿面摩擦因数 变化的分岔特性

取系统量纲一转速 椊棸灡椄棳齿面摩擦因数

椊棸灡棻棽棳椊椀棳相对阻尼比分别棸灡棻棻棳棸灡棻棾棳棸灡棻椀
和棸灡棻椃时棳控制方程的量纲一相对位移随齿面摩

擦因数变化的分岔特性如图椂所示棶随着啮合阻

尼逐渐增加棳系统的分岔特性也变得更加多样化棳
混沌区域也逐渐裂变成棽块暍棾块甚至更多棶从图

椂棬斺棭可知棳系统两次都通过激变进入混沌棶从图椂
棬斻棭可知棳系统从周期棽的运动通过激变进入混沌

后棳再次通过拟周期和倒分岔进入稳定的周期棻
运动棳且在混沌带内部多处存在周期棾窗口棶图椂
棬斾棭则进一步显示了系统丰富多样的分岔特性棳在
低齿面摩擦阶段棳系统通过激变进入混沌棳而后通

过拟周期和倒分岔回归周期棻运动后棳最后经由

激变再次进入混沌棳在此后的混沌带内存在多处

周期棽和周期棾窗口棳最终再次相继通过拟周期

和倒分岔锁相为周期棻运动棶
图椃显示了系统量纲一转速 椊棸灡椄棳相对阻

尼比为棸灡棻椃棳齿面摩擦因数从棸灡棻椃棸向棸灡棻椄棸变

化时棳系统从混沌运动分岔成棾个不变吸引圈后棳
进入周期棾运动棳然后再次进入混沌运动的全过

程棶图椃棬斸棭暙图椃棬斾棭显示了系统在不稳定吸引子

的作用下从混沌到周期棾运动棳最后再次进入混

沌而呈现的棿种形态棳也证明了周期棾运动是系

棾棸椀
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图椂暋不同相对阻尼比随齿面摩擦因数 变化的分岔图

斊旈旂棶椂暋斅旈旀旛旘斻斸旚旈旓旑斾旈斸旂旘斸旐旝旈旚旇旚旇斿旈旑斻旘斿斸旙斿旓旀旚旓旓旚旇
旙旛旘旀斸斻斿旀旘旈斻旚旈旓旑斻旓斿旀旀旈斻旈斿旑旚 旛旑斾斿旘

斾旈旀旀斿旘斿旑旚旘斿旍斸旚旈旜斿斾斸旐旔旘斸旚旈旓

图椃暋不同齿面摩擦因数 的斝旓旈旑斻斸旘斿图

棬 椊棸灡椄棳椊棸灡棻椃棭
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统进入混沌的一种途径棶
图椄则显示了系统量纲一转速 椊棸灡椄棳相对

阻尼比为棸灡棻椀棳齿面摩擦因数从棸灡棽棻向棸灡棽椆变

化时系统由混沌运动经由拟周期运动被稳定吸引

子所吸引后进入稳定运动轨道棳最终锁相于周期

棻稳定运动的全过程棳也就是齿轮系统在干摩擦

情况下的混沌和分岔特性棶图椄棬斸棭的斝旓旈旑斻斸旘斿图

显示系统正处于混沌运动状态棶图椄棬斺棭说明系统

处于拟周期运动状态棳图椄棬斻棭暙图椄棬斿棭说明系统

在稳定吸引子的作用下随着齿面摩擦因数的增长

而致其稳定吸引子的吸引域不断缩小棳最终将系

统锁相于周期棻的稳定运动而呈现的椂种形态棶

图椄暋不同齿面摩擦因数 的斝旓旈旑斻斸旘斿图

棬 椊棸灡椄棳椊棸灡棻椀棭
斊旈旂棶椄暋斝旓旈旑斻斸旘斿斾旈斸旂旘斸旐旛旑斾斿旘斾旈旀旀斿旘斿旑旚旚旓旓旚旇旙旛旘旀斸斻斿

旀旘旈斻旚旈旓旑斻旓斿旀旀旈斻旈斿旑旚 棬 椊棸灡椄棳椊棸灡棻椀棭

棾暋结暋论

棻棭分析了模型在不同的转速暍齿侧间隙暍啮
合阻尼和齿面摩擦因素下棳系统的可能存在的各

种运动状态棳并定量地分析了运动状态的临界区

域棳从而可以引入人为的控制棳避免系统产生多周

期或者混沌运动下的冲击棳进而降低噪声棳提高操

控舒适度并且提高齿轮传动系统的寿命棶
棽棭系统在不同的齿面摩擦条件下棳包括良好

润滑和无润滑干摩擦运转下棳会随着转速的增加

通过不同的途径进入混沌棶在低齿面摩擦因数下棳
会使系统随着转速的增加通过拟周期通道进入混

沌棳随着润滑条件的降低即齿面摩擦因数的增加棳
系统的混沌窗口将会裂变成棽块棳同时激变成为

棿棸椀
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系统二次进入混沌的途径棶另外棳齿面摩擦因数的

变化不会改变系统通过倒分岔回归周期棻运动的

途径棳且高齿面摩擦会使系统首次进入混沌的途

径由拟周期通道转变为激变棶
棾棭在一定的转速暍啮合阻尼和低齿面摩擦

下棳随着齿侧间隙的增长棳系统进入混沌的途径主

要为激变棳且系统的分岔和混沌区域主要集中在

量纲一齿侧间隙小于棾且大于椃的区间棳且在小

齿侧间隙阶段系统都是通过倒分岔回归周期棻运

动棳而在大齿侧间隙阶段通过激变进入混沌棶
棿棭在不同的啮合阻尼下棳且随着齿面摩擦因

数的增长棳系统进入混沌的途径呈现出多样化的

特性棳这跟文献椲椆椵起到了相互印证的作用棶在低

啮合阻尼下棳系统只在良好润滑和低齿面摩擦时

会出现狭窄宽度的周期棽运动窗口棶随着啮合阻

尼的增加棳系统最终通过拟周期运动锁相为周期

棻的稳定运动棶在一定的啮合阻尼和干摩擦下棳可
以观察到系统从混沌运动进入棾个不变吸引圈棳
然后进入周期棾运动棳最终再次进入混沌运动棳这
意味使齿轮系统在润滑条件良好的情况下工作棳
对系统的动力学稳定性有着显著的影响棶
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斄斿旘旓旙旔斸斻斿斉旑旂旈旑斿斿旘旈旑旂棳棽棸棻棽棳棾棻棬椀棭椇椃椂棸灢椃椂椀棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭

椲棻棽椵暋盛冬平棳朱如鹏棳陆凤霞棳等棶多间隙弯扭耦合齿轮非线性

振动的分岔特性研究椲斒椵棶振动与冲击棳棽棸棻棿棳棾棾棬棻椆棭椇棻棻椂灢
棻棽棽棶
斢斎斉斘斍斈旓旑旂旔旈旑旂棳斱斎斦 斠旛旔斿旑旂棳斕斦 斊斿旑旂旞旈斸棳斿旚斸旍棶斅旈灢
旀旛旘斻斸旚旈旓旑斻旇斸旘斸斻旚斿旘旈旙旚旈斻旙旓旀斺斿旑斾旈旑旂灢旚旓旘旙旈旓旑斸旍斻旓旛旔旍斿斾旑旓旑灢
旍旈旑斿斸旘旜旈斺旘斸旚旈旓旑旝旈旚旇旐旛旍旚旈灢斻旍斿斸旘斸旑斻斿椲斒椵棶斒旓旛旘旑斸旍旓旀斨旈斺旘斸灢
旚旈旓旑斸旑斾斢旇旓斻旊棳棽棸棻棿棳棾棾棬棻椆棭椇棻棻椂灢棻棻棽棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭

椲棻棾椵暋朱自冰棳朱如鹏棳鲍和云棶两级星型齿轮传动系统非线性动

力学研究椲斒椵棶航空动力学报棳棽棸棸椃棳棽棽棬棻棻棭椇棻椆椂棾灢棻椆椃棸棶
斱斎斦斱旈斺旈旑旂棳斱斎斦 斠旛旔斿旑旂棳斅斄斚 斎斿旟旛旑棶斘旓旑灢旍旈旑斿斸旘斾旟灢
旑斸旐旈斻旙旚旛斾旟旓旀棽灢旙旚斸旂斿旙旚斸旘旂斿斸旘旚旘斸旈旑椲斒椵棶斒旓旛旘旑斸旍旓旀斄斿旘旓灢
旙旔斸斻斿斝旓旝斿旘棳棽棸棸椃棳棽棽棬棻棻棭椇棻椆椂棾灢棻椆椃棸棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭

椲棻棿椵暋孙智民棳沈允文棳王三民棳等棶星形齿轮传动系统分岔与混

沌的研究椲斒椵棶机械工程学报棳棽棸棸棻棳棾椃棬棻棽棭椇棻棻灢棻椀棶
斢斦斘斱旇旈旐旈旑旂棳斢斎斉斘斮旛旑旝斿旑棳斪斄斘斍斢斸旑旐旈旑旂棳斿旚斸旍棶斅旈灢
旀旛旘斻斸旚旈旓旑斸旑斾斻旇斸旓旙旓旀旙旚斸旘旂斿斸旘旙旟旙旚斿旐椲斒椵棶斆旇旈旑斿旙斿斒旓旛旘灢
旑斸旍旓旀斖斿斻旇斸旑旈斻斸旍斉旑旂旈旑斿斿旘旈旑旂棳棽棸棸棻棳棾椃 棬棻棽棭椇棻棻灢棻椀棶棬旈旑
斆旇旈旑斿旙斿棭

椲棻椀椵暋杨宏斌棳高建平棳邓效忠棳等棶弧齿锥齿轮和准双曲面齿轮

非线性动力学研究椲斒椵棶航空动力学报棳棽棸棸棿棳棻椆棬棻棭椇椀棿灢椀椃棶
斮斄斘 斎旓旑旂斺旈旑棳斍斄斚斒旈斸旑旔旈旑旂棳斈斉斘斍 斬旈斸旓旡旇旓旑旂棳斿旚斸旍棶
斘旓旑旍旈旑斿斸旘斾旟旑斸旐旈斻旙旓旀旙旔旈旘斸旍斺斿旜斿旍旂斿斸旘斸旑斾旇旟旔旓旈斾旂斿斸旘
斾旘旈旜斿旙椲斒椵棶斒旓旛旘旑斸旍旓旀斄斿旘旓旙旔斸斻斿斝旓旝斿旘棳棽棸棸棿棳棻椆 棬棻棭椇椀棿灢
椀椃棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭

椲棻椂椵暋李同杰棳朱如鹏棳鲍和云棳等棶行星齿轮非线性振动系统参

数稳定域的计算方法椲斒椵棶航空动力学报棳棽棸棻棽棳棽椃棬椂棭椇
棻棿棻椂灢棻棿棽棾棶
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斕斏斣旓旑旂旉旈斿棳斱斎斦 斠旛旔斿旑旂棳斅斄斚 斎斿旟旛旑棳斿旚斸旍棶斖斿旚旇旓斾旓旀
旙旚斸斺旈旍旈旚旟旘斿旂旈旓旑斾斿旚斿旘旐旈旑斸旚旈旓旑旀旓旘旔旍斸旑斿旚斸旘旟旂斿斸旘旚旘斸旈旑狆旙旔斸灢
旘斸旐斿旚斿旘旙斺斸旙斿斾旓旑旑旓旑旍旈旑斿斸旘旜旈斺旘斸旚旈旓旑旐旓斾斿旍椲斒椵棶斒旓旛旘旑斸旍旓旀
斄斿旘旓旙旔斸斻斿斝旓旝斿旘棳棽棸棻棽棳棽椃棬椂棭椇棻棿棻椂灢棻棿棽棾棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭

椲棻椃椵暋魏大盛棳王延荣棶行星轮系动态特性分析椲斒椵棶航空动力学

报棳棽棸棸棾棳棻椄棬棾棭椇棿椀棸灢棿椀棾棶
斪斉斏斈斸旙旇斿旑旂棳斪斄斘斍斮斸旑旘旓旑旂棶斣旇斿斾旟旑斸旐旈斻斻旇斸旘斸斻旚斿旘旈旙灢
旚旈斻旙斸旑斸旍旟旙旈旙旓旀旔旍斸旑斿旚旂斿斸旘旚旘斸旈旑椲斒椵棶斒旓旛旘旑斸旍旓旀斄斿旘旓旙旔斸斻斿
斝旓旝斿旘棳棽棸棸棾棳棻椄棬棾棭椇棿椀棸灢棿椀棾棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭

椲棻椄椵暋褚福磊棳冯冠平棳张正松棶碰摩转子系统中的阵发性与混沌

现象椲斒椵棶航空动力学报棳棻椆椆椂棳棻棻棬棾棭椇棽椂棻灢棽椂棿棶
斆斎斦斊旛旍斿旈棳斊斉斘斍斍旛斸旑旔旈旑旂棳斱斎斄斘斍斱旇斿旑旂旙旓旑旂棶斏旑旚斿旘灢
旐旈旚旚斿旑旚斸旑斾斻旇斸旓旚旈斻旔旇斿旑旓旐斿旑斸旈旑斸旘旛斺旈旐旔斸斻旚旘旓旚旓旘旙旟旙灢
旚斿旐椲斒椵棶斒旓旛旘旑斸旍旓旀斄斿旘旓旙旔斸斻斿斝旓旝斿旘棳棻椆椆椂棳棻棻棬棾棭椇棽椂棻灢

棽椂棿棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭
椲棻椆椵暋袁小阳棳朱均棶滑动轴承暘转子系统 斎旓旔旀分岔分析计算方

法椲斒椵棶航空动力学报棳棻椆椆椆棳棻棿棬棽棭椇棻椂椂灢棻椃棸棶
斮斦斄斘斬旈斸旓旟斸旑旂棳斱斎斦斒旛旑棶斎旓旔旀斺旈旀旛旘斻斸旚旈旓旑旓旀斸旘旓旚旓旘灢
旙旍旈斾旈旑旂斺斿斸旘旈旑旂旙旟旙旚斿旐椲斒椵棶斒旓旛旘旑斸旍旓旀斄斿旘旓旙旔斸斻斿斝旓旝斿旘棳
棻椆椆椆棳棻棿棬棽棭椇棻椂椂灢棻椃棸棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭

椲棽棸椵暋李同杰棳朱如鹏棳鲍和云棶行星齿轮扭转非线性振动建模与

分岔特性研究椲斒椵棶机械工程学报棳棽棸棻棻棳棿椃棬棽棻棭椇椃椂灢椄棾棶
斕斏斣旓旑旂旉旈斿棳斱斎斦斠旛旔斿旑旂棳斅斄斚斎斿旟旛旑棶斘旓旑旍旈旑斿斸旘旚旓旘旙旈旓旑灢
斸旍旜旈斺旘斸旚旈旓旑旐旓斾斿旍旈旑旂斸旑斾斺旈旀旛旘斻斸旚旈旓旑斻旇斸旘斸斻旚斿旘旈旙旚旈斻旙旚旛斾旟
旓旀斸旔旍斸旑斿旚斸旘旟旂斿斸旘旚旘斸旈旑椲斒椵棶斆旇旈旑斿旙斿斒旓旛旘旑斸旍旓旀斖斿斻旇斸旑旈斻斸旍
斉旑旂旈旑斿斿旘旈旑旂棳棽棸棻棻棳棿椃棬棽棻棭椇椃椂灢椄棾棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭

椲棽棻椵暋李润方棳王建军棶齿轮系统动力学暘振动暍冲击暍噪声椲斖椵棶
北京椇科学出版社棳棻椆椆椃棶
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